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关于统计学习理论与支持向量机1)
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摘　要　模式识别、函数拟合及概率密度估计等都属于基于数据学习的问题, 现有方法的重

要基础是传统的统计学, 前提是有足够多样本, 当样本数目有限时难以取得理想的效果. 统计

学习理论 (SL T ) 是由V apn ik 等人提出的一种小样本统计理论, 着重研究在小样本情况下的

统计规律及学习方法性质. SL T 为机器学习问题建立了一个较好的理论框架, 也发展了一种

新的通用学习算法——支持向量机 (SVM ) , 能够较好的解决小样本学习问题. 目前, SL T 和

SVM 已成为国际上机器学习领域新的研究热点. 本文是一篇综述, 旨在介绍 SL T 和 SVM 的

基本思想、特点和研究发展现状, 以引起国内学者的进一步关注.
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INTROD UCT ION TO STAT IST ICAL L EARN ING THEORY

AND SUPPORT VECTOR M ACH INES

ZHAN G Xuegong
(D ep t. of A u tom ation, T sing hua U niversity ,B eij ing　100084)

(S ta te K ey L aboratory of In tellig ent T echnology and Sy stem s of Ch ina)

Abstract　　D ata2based m ach ine learn ing covers a w ide range of top ics from pat tern

recognit ion to funct ion regression and density est im at ion. M o st of the ex ist ing

m ethods are based on tradit ional stat ist ics, w h ich p rovides conclusion only fo r the

situat ion w here samp le size is tending to infin ity. So they m ay no t wo rk in p ract ical

cases of lim ited samp les. Stat ist ical L earn ing T heo ry o r SL T is a sm all2samp le

stat ist ics by V apnik et a l. , w h ich concerns m ain ly the stat ist ic p rincip les w hen sam 2
p les are lim ited, especially the p ropert ies of learn ing p rocedure in such cases. SL T

p rovides us a new fram ewo rk fo r the general learn ing p rob lem , and a novel pow erfu l

learn ing m ethod called Suppo rt V ecto r M ach ine o r SVM , w h ich can so lve sm all2
samp le learn ing p rob lem s bet ter. It is believed that the study of SL T and SVM is

becom ing a new ho t area in the field of m ach ine learn ing. T h is review in troduces the

basic ideas of SL T and SVM , their m ajo r characterist ics and som e curren t research
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t rends.

Key words　Stat ist ical learn ing theo ry, suppo rt vecto r m ach ine, m ach ine learn ing,

pat tern recognit ion.

1　引言

基于数据的机器学习是现代智能技术中的重要方面, 研究从观测数据 (样本) 出发寻

找规律, 利用这些规律对未来数据或无法观测的数据进行预测. 包括模式识别、神经网络

等在内, 现有机器学习方法共同的重要理论基础之一是统计学. 传统统计学研究的是样本

数目趋于无穷大时的渐近理论, 现有学习方法也多是基于此假设. 但在实际问题中, 样本

数往往是有限的, 因此一些理论上很优秀的学习方法实际中表现却可能不尽人意.

与传统统计学相比, 统计学习理论 (Sta t ist ica l L earn ing T heo ry 或 SL T ) 是一种专门

研究小样本情况下机器学习规律的理论. V. V apn ik 等人从六、七十年代开始致力于此方

面研究[ 1 ] , 到九十年代中期, 随着其理论的不断发展和成熟, 也由于神经网络等学习方法

在理论上缺乏实质性进展, 统计学习理论开始受到越来越广泛的重视[ 2, 3 ].

统计学习理论是建立在一套较坚实的理论基础之上的, 为解决有限样本学习问题提

供了一个统一的框架. 它能将很多现有方法纳入其中, 有望帮助解决许多原来难以解决的

问题 (比如神经网络结构选择问题、局部极小点问题等) ; 同时, 在这一理论基础上发展了

一种新的通用学习方法——支持向量机 (Suppo rt V ecto r M ach ine 或 SVM ) , 它已初步表

现出很多优于已有方法的性能. 一些学者认为, SL T 和 SVM 正在成为继神经网络研究之

后新的研究热点, 并将有力地推动机器学习理论和技术的发展[ 3 ].

我国早在八十年代末就有学者注意到统计学习理论的基础成果[ 4 ] , 但之后较少研究,

目前只有少部分学者认识到这个重要的研究方向. 本文旨在向国内介绍统计学习理论和

支持向量机方法的基本思想和特点, 以使更多的学者能够看到它们的优势从而积极进行

研究. 文章第二节给出机器学习问题的一般表示, 并简要讨论现有方法的一些问题; 第三

节介绍 SL T 的基本思想和最有影响的结论; 第四节介绍 SVM 方法的原理、应用及由此

发展出的其它方法; 第五节是讨论.

2　机器学习的基本问题

2. 1　问题的表示

机器学习的目的是根据给定的训练样本求对某系统输入输出之间依赖关系的估计,

使它能够对未知输出作出尽可能准确的预测. 可以一般地表示为: 变量 y 与 x 存在一定

的未知依赖关系, 即遵循某一未知的联合概率 F (x , y ) , (x 和 y 之间的确定性关系可以看

作是其特例) , 机器学习问题就是根据 n 个独立同分布观测样本
(x 1, y 1) , (x 2, y 2) , ⋯, (x n , y n) , (1)

在一组函数{f (x ,w ) }中求一个最优的函数 f (x ,w 0)对依赖关系进行估计, 使期望风险

R (w ) =∫L (y , f (x ,w ) ) dF (x , y ) (2)
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最小. 其中, {f (x ,w ) }称作预测函数集,w 为函数的广义参数, {f (x , w ) }可以表示任何函

数集; L (y , f (x ,w ) )为由于用 f (x ,w )对 y 进行预测而造成的损失, 不同类型的学习问题

有不同形式的损失函数. 预测函数也称作学习函数、学习模型或学习机器.

1)这里暂时没有讨论非监督模式识别问题. 实际上, 如何在非监督模式识别问题中应用统计学习理论正是当前值

得研究的课题之一.

有三类基本的机器学习问题, 即模式识别、函数逼近和概率密度估计. 对模式识别问

题, 输出 y 是类别标号1) , 两类情况下 y = {0, 1}或{1, - 1}, 预测函数称作指示函数, 损失

函数可以定义为

L (y , f (x ,w ) ) =
0, 　if y = f (x ,w ) ,

1, 　if y ≠ f (x ,w ) ,
(3)

使风险最小就是Bayes 决策中使错误率最小. 在函数逼近问题中, y 是连续变量 (这里假

设为单值函数) , 损失函数可定义为

L (y , f (x ,w ) ) = (y - f (x ,w ) ) 2, (4)

即采用最小平方误差准则. 而对概率密度估计问题, 学习的目的是根据训练样本确定 x

的概率密度. 记估计的密度函数为 p (x ,w ) , 则损失函数可以定义为

L (p (x ,w ) ) = - logp (x ,w ). (5)

2. 2　经验风险最小化

在上面的问题表述中, 学习的目标在于使期望风险最小化, 但是, 由于我们可以利用

的信息只有样本 (1) , (2)式的期望风险并无法计算, 因此传统的学习方法中采用了所谓经

验风险最小化 (ERM )准则, 即用样本定义经验风险

R emp (w ) =
1
n 6

n

i= 1
L (y i, f (x i,w ) ) , (6)

作为对 (2) 式的估计, 设计学习算法使它最小化. 对损失函数 (3) , 经验风险就是训练样本

错误率; 对 (4)式的损失函数, 经验风险就是平方训练误差; 而采用 (5)式损失函数的 ERM

准则就等价于最大似然方法.

事实上, 用 ERM 准则代替期望风险最小化并没有经过充分的理论论证, 只是直观上

合理的想当然做法, 但这种思想却在多年的机器学习方法研究中占据了主要地位. 人们多

年来将大部分注意力集中到如何更好地最小化经验风险上, 而实际上, 即使可以假定当 n

趋向于无穷大时 (6)式趋近于 (2)式, 在很多问题中的样本数目也离无穷大相去甚远. 那么

在有限样本下 ERM 准则得到的结果能使真实风险也较小吗?

2. 3　复杂性与推广能力

ERM 准则不成功的一个例子是神经网络的过学习问题. 开始, 很多注意力都集中在

如何使 R emp (w ) 更小, 但很快就发现, 训练误差小并不总能导致好的预测效果. 某些情况

下, 训练误差过小反而会导致推广能力的下降, 即真实风险的增加, 这就是过学习问题.

之所以出现过学习现象, 一是因为样本不充分, 二是学习机器设计不合理, 这两个问

题是互相关联的. 设想一个简单的例子, 假设有一组实数样本{x , y }, y 取值在[ 0, 1 ]之间,

那么不论样本是依据什么模型产生的, 只要用函数 f (x , Α) = sin (Αx ) 去拟合它们 (Α是待

定参数) , 总能够找到一个 Α使训练误差为零, 但显然得到的“最优”函数并不能正确代表
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真实的函数模型. 究其原因, 是试图用一个十分复杂的模型去拟合有限的样本, 导致丧失

了推广能力. 在神经网络中, 若对有限的样本来说网络学习能力过强, 足以记住每个样本,

此时经验风险很快就可以收敛到很小甚至零, 但却根本无法保证它对未来样本能给出好

的预测. 学习机器的复杂性与推广性之间的这种矛盾同样可以在其它学习方法中看到.

文献[ 3 ]给出了一个实验例子, 在有噪声条件下用模型 y = x
2产生10个样本, 分别用

一个一次函数和一个二次函数根据 ERM 原则去拟合, 结果显示, 虽然真实模型是二次,

但由于样本数有限且受噪声的影响, 用一次函数预测的结果更好. 同样的实验进行了100

次, 71% 的结果是一次拟合好于二次拟合.

由此可看出, 有限样本情况下, 1) 经验风险最小并不一定意味着期望风险最小; 2) 学

习机器的复杂性不但应与所研究的系统有关, 而且要和有限数目的样本相适应. 我们需要

一种能够指导我们在小样本情况下建立有效的学习和推广方法的理论.

3　统计学习理论的核心内容

统计学习理论就是研究小样本统计估计和预测的理论, 主要内容包括四个方面[ 2 ]:

1) 经验风险最小化准则下统计学习一致性的条件;

2) 在这些条件下关于统计学习方法推广性的界的结论;

3) 在这些界的基础上建立的小样本归纳推理准则;

4) 实现新的准则的实际方法 (算法).

其中, 最有指导性的理论结果是推广性的界, 与此相关的一个核心概念是V C 维.

3. 1　VC 维

为了研究学习过程一致收敛的速度和推广性, 统计学习理论定义了一系列有关函数

集学习性能的指标, 其中最重要的是V C 维 (V apn ik2Chervonenk is D im en sion). 模式识别

方法中V C 维的直观定义是: 对一个指示函数集, 如果存在 h 个样本能够被函数集中的函

数按所有可能的2h 种形式分开, 则称函数集能够把 h 个样本打散; 函数集的V C 维就是它

能打散的最大样本数目 h. 若对任意数目的样本都有函数能将它们打散, 则函数集的V C

维是无穷大. 有界实函数的V C 维可以通过用一定的阈值将它转化成指示函数来定义.

V C 维反映了函数集的学习能力, V C 维越大则学习机器越复杂 (容量越大). 遗憾的

是, 目前尚没有通用的关于任意函数集V C 维计算的理论, 只对一些特殊的函数集知道其

V C 维. 比如在 n 维实数空间中线性分类器和线性实函数的V C 维是 n+ 1, 而上一节例子

中 f (x , Α) = sin (Αx ) 的V C 维则为无穷大. 对于一些比较复杂的学习机器 (如神经网络) ,

其V C 维除了与函数集 (神经网结构) 有关外, 还受学习算法等的影响, 其确定更加困难.

对于给定的学习函数集, 如何 (用理论或实验的方法) 计算其V C 维是当前统计学习理论

中有待研究的一个问题[ 5 ].

3. 2　推广性的界

统计学习理论系统地研究了对于各种类型的函数集, 经验风险和实际风险之间的关

系, 即推广性的界[ 2 ]. 关于两类分类问题, 结论是: 对指示函数集中的所有函数 (包括使经

验风险最小的函数) , 经验风险 R emp (w )和实际风险 R (w ) 之间以至少1- Γ的概率满足如

下关系[ 6 ]:

53　1 期 张学工: 关于统计学习理论与支持向量机

© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



R (w ) ≤R emp (w ) +
h ( ln (2nöh ) + 1) - ln (Γö4)

n
, (7)

其中 h 是函数集的V C 维, n 是样本数.

这一结论从理论上说明了学习机器的实际风险是由两部分组成的: 一是经验风险 (训

练误差) , 另一部分称作置信范围, 它和学习机器的V C 维及训练样本数有关. 可以简单地

表示为

R (w ) ≤R emp (w ) + 5 (hön). (8)

它表明, 在有限训练样本下, 学习机器的V C 维越高 (复杂性越高) 则置信范围越大, 导致

真实风险与经验风险之间可能的差别越大. 这就是为什么会出现过学习现象的原因. 机器

学习过程不但要使经验风险最小, 还要使V C 维尽量小以缩小置信范围, 才能取得较小的

实际风险, 即对未来样本有较好的推广性.

1) 比如最近邻法, 可以很简单地证明它的V C 维为无穷大, 但它却在很多情况下有较好的推广性, 说明统计学习

理论中关于推广性界的理论并不能解决机器学习中的所有问题, 很多问题仍值得深入研究.

需要指出, 推广性的界是对于最坏情况的结论, 在很多情况下是较松的, 尤其当V C

维较高时更是如此 (文献[ 6 ]指出当 hön> 0137时这个界肯定是松弛的, 当V C 维无穷大

时这个界就不再成立1) ). 而且, 这种界只在对同一类学习函数进行比较时有效, 可以指导

我们从函数集中选择最优的函数, 在不同函数集之间比较却不一定成立. V apn ik 指出[ 2 ] ,

寻找更好地反映学习机器能力的参数和得到更紧的界是学习理论今后的研究方向之一.

3. 3 结构风险最小化

图1　有序风险最小化示意图

从上面的结论看到, ERM 原则在样本有限时

是不合理的, 我们需要同时最小化经验风险和置

信范围. 其实, 在传统方法中, 选择学习模型和算

法的过程就是调整置信范围的过程, 如果模型比

较适合现有的训练样本 (相当于 hön 值适当) , 则

可以取得比较好的效果. 但因为缺乏理论指导, 这

种选择只能依赖先验知识和经验, 造成了如神经

网络等方法对使用者“技巧”的过分依赖.

统计学习理论提出了一种新的策略, 即把函

数集构造为一个函数子集序列, 使各个子集按照

V C 维的大小 (亦即 5 的大小) 排列; 在每个子集

中寻找最小经验风险, 在子集间折衷考虑经验风险和置信范围, 取得实际风险的最小, 如

图1所示. 这种思想称作结构风险最小化 (Structu ra l R isk M in im iza t ion 或译有序风险最

小化[ 4 ] ) 即 SRM 准则. 统计学习理论还给出了合理的函数子集结构应满足的条件及在

SRM 准则下实际风险收敛的性质[ 2 ].

实现 SRM 原则可以有两种思路, 一是在每个子集中求最小经验风险, 然后选择使最

小经验风险和置信范围之和最小的子集. 显然这种方法比较费时, 当子集数目很大甚至是

无穷时不可行. 因此有第二种思路, 即设计函数集的某种结构使每个子集中都能取得最小

的经验风险 (如使训练误差为0) , 然后只需选择选择适当的子集使置信范围最小, 则这个
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子集中使经验风险最小的函数就是最优函数. 支持向量机方法实际上就是这种思想的具

体实现. 文献[ 3 ]中讨论了一些函数子集结构的例子1) 和如何根据 SRM 准则对某些传统

方法进行改进的问题.

1) 应当指出, SRM 准则并没有指出如何选择函数子集结构, 而且由于尚没有一般地关于V C 维计算的理论和方

法, 构造函数子集的一般方法也是一个需要进一步研究的问题.

4　支持向量机

支持向量机简称 SVM , 是统计学习理论中最年轻的内容, 也是最实用的部分. 其核心

内容是在1992到1995年间提出的[ 7, 8, 9, 2 ] , 目前仍处在不断发展阶段.

4. 1　广义最优分类面

图2　线性可分情况下的最优分类线

SVM 是从线性可分情况下的最优分类面发

展而来的, 基本思想可用图2的两维情况说明. 图

中, 实心点和空心点代表两类样本, H 为分类线,

H 1, H 2分别为过各类中离分类线最近的样本且平

行于分类线的直线, 它们之间的距离叫做分类间

隔 (m arg in). 所谓最优分类线就是要求分类线不

但能将两类正确分开 (训练错误率为0) , 而且使

分类间隔最大. 分类线方程为 xõw + b= 0, 我们

可以对它进行归一化, 使得对线性可分的样本集

(x i, y i) , i= 1, ⋯, n , x∈R
d , y ∈{+ 1, - 1}, 满足

y i [ (w õ x i) + b ] - 1 ≥ 0, 　i = 1, ⋯, n. (9)

此时分类间隔等于2öúw ú , 使间隔最大等价于使úw ú 2最小. 满足条件 (9)且使 1
2

úw ú 2最小的

分类面就叫做最优分类面, H 1, H 2上的训练样本点就称作支持向量.

使分类间隔最大实际上就是对推广能力的控制, 这是 SVM 的核心思想之一. 统计学

习理论指出[ 2 ] , 在N 维空间中, 设样本分布在一个半径为 R 的超球范围内, 则满足条件

úwú ≤A 的正则超平面构成的指示函数集 f (x , w , b) = sgn{ (wõx ) + b} (sgn (　) 为符号函

数)的V C 维满足下面的界

h ≤m in ( [R 2A 2 ],N ) + 1. (10)

因此使úw ú 2最小就是使V C 维的上界最小, 从而实现 SRM 准则中对函数复杂性的选择.

利用L agrange 优化方法可以把上述最优分类面问题转化为其对偶问题[ 6 ] , 即在约束

条件

6
n

i= 1
y iΑi = 0 (11a)

和

Αi ≥ 0, 　i = 1, ⋯, n (11b)

下对 Αi 求解下列函数的最大值
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Q (Α) = 6
n

i= 1
Αi -

1
2 6

n

i, j= 1
ΑiΑjy iy j (x i õ x j ) , (12)

Αi 为与每个样本对应的L agrange 乘子. 这是一个不等式约束下二次函数寻优的问题, 存

在唯一解. 容易证明, 解中将只有一部分 (通常是少部分) Αi 不为零, 对应的样本就是支持

向量. 解上述问题后得到的最优分类函数是

f (x ) = sgn{ (w õ x ) + b} = sgn 6
n

i= 1
Α3

1 y i (x i õ x ) + b3 , (13)

式中的求和实际上只对支持向量进行. b
3 是分类阈值, 可以用任一个支持向量 (满足 (9)

式中的等号)求得, 或通过两类中任意一对支持向量取中值求得.

在线性不可分的情况下, 可以在条件 (9)中增加一个松弛项 Νi≥0, 成为

y i [ (w õ x i) + b ] - 1 + Νi ≥ 0, 　i = 1, ⋯, n , (14)

将目标改为求 (w , Ν) =
1
2

úw ú 2+ C 6
n

i= 1
Νi 最小, 即折衷考虑最少错分样本和最大分类间

隔, 就得到广义最优分类面. 其中, C > 0是一个常数, 它控制对错分样本惩罚的程度. 广义

最优分类面的对偶问题与线性可分情况下几乎完全相同, 只是条件 (11b)变为

0 ≤ Αi ≤C , 　i = 1, ⋯, n. (15)

4. 2　支持向量机

对于N 维空间中的线性函数, 其V C 维为N + 1, 但根据式 (10)的结论, 在úw ú≤A 的

约束下其V C 维可能大大减小, 即使在十分高维的空间中也可以得到较小V C 维的函数

集 (比如文[2 ]中介绍了在1013维空间中取得V C 维在103左右的分类面的例子) , 以保证有

较好的推广性. 同时我们看到, 通过把原问题转化为对偶问题, 计算的复杂度不再取决于

空间维数, 而是取决于样本数, 尤其是样本中的支持向量数. 这些特点使有效地对付高维

问题成为可能.

对非线性问题, 可以通过非线性变换转化为某个高维空间中的线性问题, 在变换空间

求最优分类面. 这种变换可能比较复杂, 因此这种思路在一般情况下不易实现. 但是注意

到, 在上面的对偶问题中, 不论是寻优函数 (12)还是分类函数 (13)都只涉及训练样本之间

的内积运算 (x iõx j ) , 这样, 在高维空间实际上只需进行内积运算, 而这种内积运算是可以

用原空间中的函数实现的, 我们甚至没有必要知道变换的形式. 根据泛函的有关理论, 只

要一种核函数 K (x i, x j )满足M ercer 条件, 它就对应某一变换空间中的内积[ 2 ].

因此, 在最优分类面中采用适当的内积函数 K (x i, x j ) 就可以实现某一非线性变换后

的线性分类, 而计算复杂度却没有增加, 此时目标函数 (12)变为

Q (Α) = 6
n

i= 1
Αi -

1
2 6

n

i, j= 1
ΑiΑjy iy j K (x i, x j ) , (16)

而相应的分类函数也变为

f (x ) = sgn (6
n

i= 1
Α3

i y iK (x i, x ) + b3 ) , (17)

这就是支持向量机.

概括地说, 支持向量机就是首先通过用内积函数定义的非线性变换将输入空间变换

到一个高维空间, 在这个空间中求 (广义) 最优分类面. SVM 分类函数形式上类似于一个

神经网络, 输出是中间节点的线性组合, 每个中间节点对应一个支持向量, 如图3所示.
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图3　支持向量机示意图

4. 3　核函数

SVM 中不同的内积核函数将形成不同

的算法, 目前研究最多的核函数主要有三类,

一是多项式核函数

K (x , x i) = [ (x õ x i) + 1 ]q, (18)

所得到的是 q 阶多项式分类器; 二是径向基

函数 (RBF)

K (x , x i) = exp -
ûx - x iû 2

Ρ2 , (19)

所得分类器与传统RBF 方法的重要区别是,

这里每个基函数中心对应一个支持向量, 它

们及输出权值都是由算法自动确定的. 也可

以采用 Sigm o id 函数作为内积, 即

K (x , x i) = tanh (v (x õ x i) + c) , (20)

这时 SVM 实现的就是包含一个隐层的多层感知器, 隐层节点数是由算法自动确定的, 而

且算法不存在困扰神经网络方法的局部极小点问题.

4. 4　用于函数拟合的 SVM

SVM 方法也可以很好地应用于函数拟合问题中[ 10～ 12 ], 其思路与在模式识别中十分

相似. 首先考虑用线性回归函数 f (x ) = wõx+ b 拟合数据{x i, y i}, i= 1, ⋯, n , x i∈R
d , y i∈

R 的问题, 并假设所有训练数据都可以在精度 Ε下无误差地用线性函数拟合, 即
y i - w õ x i - b ≤ Ε,

w õ x i + b - y i ≤ Ε,
　i = 1, ⋯, n. (21)

与最优分类面中最大化分类间隔相似, 这里控制函数集复杂性的方法是使回归函数最平

坦, 它等价于最小化 1
2

úw ú 2. 考虑到允许拟合误差的情况, 引入松弛因子 Νi≥0和 Ν
3
i ≥0,

则条件 (21)变成
y i - w õ x i - b ≤ Ε+ Νi,

w õ x i + b - y i ≤ Ε+ Ν3
i ,

　i = 1, ⋯, n. (22)

优化目标变成最小化 1
2

úw ú 2+ C6
n

i= 1
(Νi+ Ν3

i ) , 常数C > 0控制对超出误差 Ε的样本的惩罚

程度. 采用同样的优化方法可以得到其对偶问题. 在条件

6
n

i= 1

(Αi - Α3
i ) = 0,

0 ≤ Αi, Α3
i ≤C , 　i = 1, ⋯, n

(23)

下, 对L agrange 因子 Αi, Α3
i 最大化目标函数

W (Α, Α3 ) = - Ε6
n

i= 1

(Α3
i + Αi) + 6

n

i= 1
y i (Α3

i - Αi) -
1
2 6

n

i, j = 1

(Α3
i - Αi) (Α3

j - Αj ) (x i õ x j ) ,

(24)

得回归函数为

f (x ) = (w õ x ) + b = 6
n

i= 1

(Α3
i - Αi) (x i õ x ) + b3 . (25)
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　　与模式识别中的 SVM 方法一样, 这里 Αi, Α3
i 也将只有小部分不为0, 它们对应的样本

就是支持向量, 一般是在函数变化比较剧烈的位置上的样本; 而且这里也是只涉及内积运

算, 只要用核函数 K (x i, x j )替代 (24) , (25)中的内积运算就可以实现非线性函数拟合.

4. 5　核函数主成分分析

SVM 方法中一个重要启示是用内积运算实现某种非线性变换, 这种思想也可以在其

它问题中得到的应用, 比较成功的例子就是用核函数实现非线性主成分分析[ 13, 14 ] , 它是

传统主成分分析 (PCA )方法的推广.

对于样本集{x 1, ⋯, xn}, 主成分方向是矩阵C =
1
n 6

n

i= 1

x ix
T
i 的特征向量. 对 x 进行非

线性变换 <(x ) , 可得Cθ =
1
n 6

n

i= 1

<(x i) <(x i) T , 其特征向量v 就是原样本集的非线性主成分

方向, 满足 Κv = Cθv . 将每个样本与该式内积, 得

Κ<(x k ) õ v = <(x k ) õ Cθv , k = 1, ⋯, n. (26)

可以证明, 特征向量v 可以写成 v = 6
n

i= 1
Αi<(x i) , 将它代入 (26)式中, 并定义矩阵

K = {K ij } = { (<(x i) õ <(x j ) ) } = {K (x i, x j ) }, (27)

(K ij为矩阵的第 i 行第 j 列个元素) , 可以得到

nΚa = K a , (28)

其中 a= [Α1, ⋯, Αn ]T. 从矩阵K 的特征向量 a 即可求出Cθ 的特征向量v , 即 <(x )空间的主

成分方向. 对于原空间中的任意向量 x , 它在变换空间中的主成分是 <(x ) 在主成分方向v

上的投影, 即

v õ <(x ) = 6
n

i= 1

Αi<(x i) õ <(x ) = 6
n

i= 1

ΑiK (x i, x ). (29)

显然, 与 SVM 算法中类似, 这里得到的非线性主成分方法只需在原空间中计算用作内积

的核函数 K (x i, x j ) , 而无需真正计算对应的非线性变换, 因此称作核函数主成分分析.

4. 6　应用研究

比较遗憾的是, 虽然 SVM 方法在理论上具有很突出的优势, 但与其理论研究相比,

应用研究尚相对比较滞后, 目前只有较有限的实验研究报道, 且多属仿真和对比实验[ 15 ].

SVM 的应用应该是一个大有作为的方向.

在模式识别方面最突出的应用研究是贝尔实验室对美国邮政手写数字库进行的实

验[ 2, 8 ] , 这是一个可识别性较差的数据库, 人工识别平均错误率是215% , 用决策树方法识

别错误率是1612% , 两层神经网络中错误率最小的是519% , 专门针对该特定问题设计的

五层神经网络错误率为511% (其中利用了大量先验知识) , 而用三种 SVM 方法 (采用式

(18)～ (20)的核函数)得到的错误率分别为410%、411% 和412% , 且其中直接采用了16×

16的字符点阵作为 SVM 的输入, 并没有进行专门的特征提取. 实验一方面说明了 SVM

方法较传统方法有明显的优势, 同时也得到了不同的 SVM 方法可以得到性能相近的结

果 (不像神经网络那样依赖于模型的选择). 实验还观察到, 三种 SVM 求出的支持向量中

有80% 以上是重合的, 它们都只是总样本中很少的一部分, 说明支持向量本身对不同方法

具有一定的不敏感性 (遗憾的是这些结论仅仅是有限的实验中观察到的现象, 如果能得到

证明, 将会使 SVM 的理论和应用有更大的突破). 围绕这一字符识别实验, 还提出了一些
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对 SVM 的改进, 比如引入关于不变性的知识[ 16, 17 ]、识别和去除样本集中的野值[ 18 ]、通过

样本集预处理提高识别速度[ 19 ]等, 相关的应用还包括 SVM 与神经网络相结合对笔迹进

行在线适应[ 20 ]. 除此之外,M IT 用 SVM 进行的人脸检测实验也取得了较好的效果, 可以

较好地学会在图像中找出可能的人脸位置[ 21～ 23 ]. 其它有报道的实验领域还包括文本识

别[ 23, 24 ]、人脸识别[ 25 ]、三维物体识别[ 26 ]、遥感图像分析[ 27 ]等.

在函数拟合方面, 主要实验尚属于原理性研究, 包括函数逼近、时间序列预测及数据

压缩[ 10～ 12, 28, 29 ]等.

其它有关研究还有对 SVM 中优化算法实现的研究[ 30, 31, 23 ]、改进的 SVM 方法[ 32, 33 ]甚

至硬件实现研究[ 34 ]等.

5　讨论

由于统计学习理论和支持向量机建立了一套较好的有限样本下机器学习的理论框架

和通用方法, 既有严格的理论基础, 又能较好地解决小样本、非线性、高维数和局部极小点

等实际问题, 因此成为九十年代末发展最快的研究方向之一, 其核心思想就是学习机器要

与有限的训练样本相适应. 本文对它们的基本思想、方法及研究方向进行了介绍, 希望使

读者对这一领域有一个基本的了解. 统计学习理论虽然已经提出多年, 但从它自身趋向成

熟和被广泛重视到现在毕竟才只有几年的时间, 其中还有很多尚未解决或尚未充分解决

的问题, 在应用方面的研究更是刚刚开始. 我们认为, 这是一个十分值得大力研究的领域.
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